PRIEMYSELNA INFORMATIKA — MATEMATIKA

Pri rieSeni regulacnych obvodov sa nezaobideme bez znalosti niektorych disciplin
vyS$$ej matematiky. Zopakujme, resp. zoznamme sa teda s niektorymi operaciami v rozsahu
nutnom pre zvladnutie danej odbornej problematiky.

Komplexné cisla

Redlne Cisla mézeme zobrazit’ na Ciselnej, tzv. redlnej osi. Realna os postaci pre
znazornenie kladnych alebo zapornych Cisiel od nuly. Nestaci vSak uz na zobrazenie
vektorov, staci iba na urcenie ich absolitnych hodnot. Vektor je uréeny nielen absoliitnou
velkostou (modul alebo amplitida), ale aj fazovym uhlom (argumentom), ktory dany vektor
zviera s kladnou ¢astou realnej osi. Vektor mézeme znazornit' v komplexnej rovine, obr. 1.

Obrazok, ako priklad, reprezentuje
ImuU (V)T vektor napétia. Namiegto vektor je gprévn;j Sie
oznacovat fazor napitia. Predstavujeme si ho
tak, ze sa otaca proti smeru hodinovych
: ruci¢iek stalou uhlovou rychlostou w = 2nf,
T 0 kde f je frekvencia napatia. Vel'kost’ vektora je
R T ur¢ena jeho absolttnou hodnotou resp.

1 1 1 1 1 1 1
s As 2 __?11- 23 :eufv modulpm (amplitadou) |U|,‘ fézoy;’/m posunom
_ A (oproti fazoru prudu, ktory je umiestneny do
T2 realnej osi), je znazorneny uhlom @. Uhol ¢ je
T3 staly, pretoze fazor napdtia a pradu rotuju
rovnakou rychlost'ou.
Obr. 1: Fazor napatia v komplexnej rovine Komplexna rovina je uréend redlnou

¢iselnou osou, na ktoru vynasame realne Cisla
a tzv. imagindrnou Ciselnou osou, ktora s realnou zviera uhol 90°. Jednotka vynasana na
imaginarnej osi je tzv. imagindrna jednotka, ktorti oznacujeme symbolom j (v matematike i).

Vektor U mozeme ako komplexné &islo rozlozit’ na zloZku redlnu ReU (tu ReU=5V)
a zlozku imaginarnu ImU (tu ImU=3V). Zavislost medzi zlozkami vektora, jeho amplitadou
a jeho fazovym posunom urcuji vztahy pre pravouhly trojuholnik so stranami ReU a ImU
a |U|, t.j. Pytagorova veta a goniometrické funkcie.

|U| = +/(ReU)? + (ImU)?

ImU

tan(p =W
~ tan-1 ImU
@ = 1an @

ReU = |U| cos ¢
ImU = |U|sin ¢
Komplexné Cislo je pomocou svojich zloziek vyjadrené napriklad takto
U= ReU + jImU
Niekedy sa pre vyjadrenie komplexného ¢isla pouziva jeho exponencialny tvar.
U=|Ule?®
Konstanta e = 2,72 je zéklad prirodzeného logaritmu.

Ak nasobime ktorukol'vek veli¢inu znazornenu vektorom v komplexnej rovine
imaginarnou jednotkou j, oto¢ime tym vektor o 90° okolo pociatku stradnic v kladnom
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zmysle (proti smeru hodinovych ruci¢iek). Ak ndsobime reédlne ¢islo imagindrnym, vysledok
je imaginarny.

Vynésobenim dvoch imaginarnych jednotiek dostaneme realnu jednotku so zapornym
znamienkom. DalSie nasobenie imaginarnym ¢islom znamena d’alSie otocenie o 90°.

jj=j%=-1
jP=-j
jt=1
o=

]
atd’.

Derivacia casovej funkcie

Pri urovani vlastnosti dynamickych ¢lenov skimame ich prechodové javy, ktoré st
dané zavislost'ou roznych veli¢in na ¢ase, teda casovymi funkciami. Casovu funkciu moézeme
vyjadrit’ graficky ale tiez matematicky. Priebeh ¢asovej funkcie je potom uréeny rovnicou,
ktora v zlozitejSich pripadoch obsahuje derivacie pripadne integrdly. Nazyvame ju
diferencidalnou rovnicou.

Fyzikalnu podstatu derivdcie si mdzeme predstavit’ napriklad na zavislosti drahy na
Case pri nerovnomernom pohybe. Na obr. 2a) je funkcia s = s(t) znazornena krivkou, ktorej
strmost’ ukazuje, ako rychlo sa prejdend drdha menila v ¢ase. V 'ubovol'nom ¢ase moézeme
z grafu vyjadrit’ vel’kost’ okamzitej rychlosti. V okoli zvoleného ¢asu t; si zvolime maly
prirastok ¢asu. Na osi dradhy potom od¢itame
s (m)| Kladné hodnoty Zéporné hodnoty prislusny prirastok drahy. Okamzitu rychlost’
a) T derivacie A derivécie pOtOIl’l VyJ adrime vzt'ahom

61
B As
°T fas \ vy &

31 Chyba je tym vicsia, ¢im je vacsi

271 . zvoleny prirastok ¢asu a ¢im je véacsia
1t f, t nelinedrnost’ danej asovej funkcie. Aby sme
= zviacsili presnost’, zmensujeme casovy
3 t(s) prirastok, ?apriklad polenim. Ak vykondme
) v — toto zmenSovanie neobmedzene, dostaneme sa
(m/s)| do stavu, kedy sa velkost’ obidvoch prirastkov
1 blizi nule. Takyto prirastok potom nazyvame
T diferencidalom. Pre diferencial pouzivame
symbol d. Vypocet rychlosti v Case t; pouzitim
diferencialu je uz uplne presny.
+ ’ ds
NN B S BN 1=
T Ay dt
— Uvedeny vyraz urcuje derivaciu drahy
Obr. 2: podla ¢asu, skratene ho ¢itame ,,ds podl'a dt “.
Fyzikdlnou podstatou prvej derivicie je teda
okamZita rychlost’ zmeny hodnoty derivovanej
veli¢iny meniacej sa v ¢ase. Ak je veliCina konStantna, je rychlost’ jej zmeny nulové a nulova
je ijej derivacia. Ak derivujeme danu ¢asovu funkciu bod po bode, ziskame ¢asovy priebeh
jej zmeny resp. derivacie ako funkciu ¢asu, v naSom pripade je to v(t) obr. 2b). Rychlost’, ako
funkciu casu moéZeme opét’ derivovat’, ¢im ziskame ,,rychlost’ zmeny rychlosti®, teda
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a) podstata derivacie, b) graficka derivacia
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zrychlenie povodnej veli¢iny. V uvedenom pripade mézeme vyjadrit’ zrychlenie ako funkciu
casu derivaciou rychlosti alebo druhou derivaciou drahy.

T

Posledny vyraz ¢itame ,,d druhé s podl'a dt na druht“. Fyzikdlnou podstatou druhej
derivdcie je teda zrychlenie danej veli¢iny v uréitom case t.

Este sa zamerajme na geometricky vyznam derivacie, obr. 2a) (doty¢nica v bode t;
a ty). Z uvedeného vzorca je zrejmé, ze hodnota derivacie v ktoromkol'vek bode krivky
funkcie je dana strmostou tejto krivky. Ak krivka stpa, je derivacia kladna. Ak sa hodnota
danej veli¢iny v ¢ase nemeni (v naSom pripade vrchol krivky) je derivacia nulova. Ak krivka
klesa, je derivacia zaporna.

Strmost’ krivky moZeme definovat’ sklonom doty¢nice skonstruovanej v ktoromkol'vek
bode krivky funkcie. Tangens uhla, ktory zviera s kladnou ¢ast'ou ¢asovej osi nazyvame
smernica dotycnice. Vypocéitame ju pomocou prirastkov na dotycnici obdobne ako je
znazornené na obr. 2a).

ds(t1) _ Asq
Tdt Aty

ds(tz) _ Asy

resp. dt At,

Geometricky vyznam derivacie v danom bode krivky funkcie je teda smernica dotycnice
v tomto bode.

Integral casovej funkcie
Integrovanie je opa¢nou matematickou operaciou ako derivovanie. Rovnako opacna je
aj fyzikalna podstata.

Derivaciou ¢asového priebehu ktorejkol'vek fyzikalnej veli¢iny sme ziskali ¢asovy
priebeh rychlosti zmeny danej fyzikalnej veli¢iny. Integraciou naopak z casového priebehu
rychlosti zmeny ktorejkol'vek fyzikélnej veli¢iny ziskame ¢asovy priebeh danej fyzikalnej
veliCiny.

Pre ilustraciu ndm opit’ moze posluzit’ vzt'ah medzi drahou, okamzZitou rychlostou
a casom. Vieme, ze prirastok drahy, vykonany okamzitou rychlost’ou za prirastok Casu, je
dany pribliznym vzt'ahom

As = vAt

Je zrejmé, Ze celkova draha vykonand za urcity ¢as pri nerovnomernom pohybe je
dané suctom vsetkych jednotlivych prirastkov drahy. Pre urcenie jednotlivych prirastkov
drahy vSak potrebujeme poznat’ priebeh okamzitej rychlosti v zavislosti na Case.

v =v(t)

Pri zvolenom malom konStantnom prirastku ¢asu si rovnako o¢islujeme okamzité
rychlosti a prisluSné prirastky drahy. Pre oc¢islovanie pouZzijeme index, ktory nadobtida
hodnoty 1, 2, 3, ... n. Celkovt drahu potom pomocou jednotlivych prirastkov vyjadruje
nasledujuci priblizny vzt'ah

n
s = Asy + Asy + ...+ As, = v At + VAt + -+ v, AL = z v; At
i=1

Na konci vyrazu je symbolicky zapis jednotlivych st¢inov. Grécke pismeno X (Sigma)
tu ¢itame ,,suma‘.
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v Na obr. 3 je tento postup
(m/s) zistenia vykonanej drahy
T xs v danom ¢asovom rozmedzi
! znazorneny graficky. VyuZiva sa
Ve graf Casovej zavislosti rychlo_sti
v = v(t). Kazdy sucin v;At je tu
zi reprezentovany plochou
Vs obdlZnika so zakladiiou At
a vyskou urcenou prislusnou
Vi okamzitou rychlostou v;.
; : : Celkova draha je potom priblizne
0t L &t &t t & t 13  dandsidtom jednotlivych ploch
At A A A AL A AL AL ;_' (Si) nachadzajucich sa v ¢asovom

o intervale t; az t,, v ktorom
Obr. 3: Zistenie vykonanej drahy prirastkovou metddou vykonanu dréhu zistujeme.
Plochy, ktoré si pod ¢asovou
osou musime pricitat’ so zdpornym znamienkom lebo rychlost’ tu ma tiez zdporny zmysel.

Presnost’ tejto metddy bude tym vicsia, ¢im mensi zvolime ¢asovy prirastok At.
V medznom pripade sa potom prirastok ¢asu meni na diferencial ¢asu dt. V tom pripade sa
potom suma st¢inov meni na integrdl. Ak vykonavame integraciu v uréitom ¢asovom
intervale t; az t3, ide 0 tzv. urcity integrdl. Cas t; udava dolnti medzu integracie a ¢as t;
udéva hornti medzu integracie. Na obr. 3, zelenou farbou, je zndzornena plocha S, ktora
predstavuje drahu v metroch, ktora bola vykonana v ¢asovom intervale t] az t;. Geometricky
vyznam integralu ¢asovej funkcie je teda sucet ploch medzi danou krivkou funkcie a 0S0uU
casu, pricom plochy nad osou Casu sa pripocitaji a pod od¢itaja. V nasom pripade je s = S,
pretoze krivka nezasahuje pod os.

Pri integrovani je niekedy potrebné uvazovat’ s hodnotou fyzikalnej veliiny uz pred
integraciou, tzn. uz pred ¢asom t;. Tuto hodnotu nazyvame zaciatocné podmienky integracie.
V nasom pripade je to draha vykonana pred ¢asom t;, ktori mézeme oznacit’ Sy (So=Sp).

Integral symbolicky znézoriiujeme znackou [ , za ktorou je uvedena integrovana
funkcia. V nasom pripade ide o ¢asovu funkciu v(t). Za funkciou nasleduje diferencial ¢asu dt.

Uplny zépis nagho pripadu mé teda tvar
t3
s(t) = sy + f v(t)dt
t1

Vyraz ¢itame ,,5(t) sa rovna So plus integral od tjdo t5. v(t) dt“. Diferencial dt tu
znamena, zZe nezdvisle premennou, v ktorej integracia prebieha je Cas. I ked’ najcastejSie
integrujeme v Case a derivujeme podl'a ¢asu, moze
byt nezéavisle premennou ktorakol'vek fyzikalna
veliCina, pripadne matematickd premenna (napr.
pre y = f(x) pracujeme s diferencialom dx).

v (m/s)

f

Na rozdiel od derivovania nie je integral
konstantnej funkcie nulovy. Na obr. 4 je vidiet, Ze
vel'kost’ integralu konsStantnej funkcie, t.J. plochy
pod krivkou funkcie (tu priamkou), linearne rastie

. 5 , , s dobou integracie teda s velkostou integracného
Obr 4: Integracia konStantnej funkcie intervalu t; az t.
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