SPOJITE LINEARNE RIADENIE - Laplaceova transformacia

1.2.Prenos v Laplaceovej transformacii
Laplaceova transformacia je matematicky aparat, ktory umoznuje pomerne 'ahko
riesit’ tlohy spojitej linearnej regulacie. Zaviedol ju v roku 1820 francuzsky matematik
Laplace a umoznila mu vyhodne riesit’ diferencialne rovnice. Ako sa ¢oskoro dozvieme,
transformaciou diferencialnej rovnice dostaneme algebricku rovnicu. Ak tato vyriesime
a vykoname spatnua transformaciu riesenia, ziskame hl'adané riesenie povodnej rovnice.

Vyznam pouzitia Laplaceovej transformacie v tedrii regulécie je vsak hibsi. S jej
pomocou mézeme totiz vel'mi jednoducho popisat’ linearne spojité regulac¢né systémy
namiesto diferencialnymi rovnicami tzv. prenosmi. U nich je zvlast vyhodné, Ze z prenosov
jednotlivych ¢asti mézeme vel'mi jednoducho vypoditat’ prenos celého systému alebo obvodu.

Pojem transformacia funkcie znamena, ze kazdej funkcii f(t) z jednej mnoziny
premennej t priradime funkciu F(S) z mnoziny funkcii komplexnej premennej s — obr. 6.
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(Vsimnime si podobnosti tejto definicie s definiciou funkcie y = f(x), ktora hovori, ze
funkcia je priradenie, ktoré k nezavisle premennej X z jednej mnoziny, prirad’uje zavisle premennu
y Z inej mnoziny). Vyznam pojmu transformacia je, ze priradime tzv. originalu (tu funkciou ¢asu
t) uréitym predpisom tzv. obraz (je funkciou komplexnej premennej st).

Transformacia original—»obraz je priama transformacia. Existuje samozrejme k nej
spitna (inverzna) transformacia, teda transformacia obraz—original, ktora k obrazu F(s)
priraduje opat’ original f(t).

Z moznych transformacii je v regulacnej technike pre spojita regulaciu pouzivana prave
transformacia Laplaceova, ktora je definovana vztahom

F(s) = [)" f(De ™ dt (5)

Laplaceova transformacia L prirad’uje funkcii f(t) pre ¢as >0 funkciu F(s), co symbolicky
zapisujeme vzt'ahom

L{if(®)} = F(s) (6)

Naopak, spitna transformacia sa da symbolicky zapisat’ vztahom

! pouziva sa aj symbol p
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f@®) = L7HF(s)} ()

Tato spitna transformacia sa moéze vykonat’ vztahom pre vypocet originalu k danému
obrazu

fl) = 2—;456 F(s) e’tds (8)

¢o znamena vyc¢isl'ovanie krivkového integralu po uzavretej krivke c, ktora v sebe uzaviera
vsetky singularne body funkcie F(s).Toto vy¢isl'ovanie je mozné rezidualnou vetou, ale
vacsinou sa nepouziva a v praxi sa spéatna transformacia vykonava pouzitim slovnika
Laplaceovej transformacie, o ktorom bude hovorené d’alej.

Priklad 2:
Urcte Laplaceove obrazy nasledujucich funkcii
a) f(t)=e™
b) f(t) =at
kde v obidvoch pripadoch je a dana konstanta
RieSenie:
a) F(s) = fo"oe—ate—st dt = f0°°e—(a+s)tdt z_ﬁ e—(a+s)t];° — ﬁ
b) F(s)=J, atestdt=-=a [—Ee‘“]o + afoooie_“dt = —%[te‘“]gO -

Pri hl'adani obrazu danej funkcie nevykonavame integraciu podl'a definicie (5), a tym
menej pri spatnom hl'adani originalu k danému obrazu podl'a vztahu (8). To by bolo prilis
pracne a niekedy aj vel'mi tazké. Bezne pouzivame tzv. slovnik Laplaceovej transformacie,
kde mame zoradené funkcie f(t) na 'avej strane a obrazy tychto funkcii F(s) na pravej strane.
Taky slovnik iba tych najdolezitejsich a najpouzivanejsich funkcii je v tab. 1. V fiom vidime
napr. nami v priklade 2 vypocitané obrazy funkcii f(t)=e® a f(t)=at.

Slovnik LT tych najdolezitejSich a najpouZzivanejsich funkcii tab.1l
f(t) F(s) f(t) F(s)
5(t); : Y
! (diaracov impulz) 1 ; sin wt (s? + w?)
f®) =1 1 5
2 | (jednotkovy skok) 5 10 cos wt 2 + w?)
a _ 7)
3 a 3 11 sinh wt 7 — w?)
tn—l 1 S
4 — 12 cosh wt o
(n—1)! sn (s?2 —w?)
n! ) 2ws
S t" T 13 t sin wt CEYOE
2 _ 2
6 et ! 14 t cos wt S
7 1(1 —e~at) ; 15 e sin wt S
a s(s+a) (s —a)? + w?
8 p—at _ p—bt b-a 16 2% cos wt _s-a
(s+a)(s+b) (s —a)? + w?
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Pri vykonavani spatnej transformacie (hl'adani f(t) k danému F(S)) sa bezne vyskytuje
funkcia F(s) ako zlomok — racionalna lomena funkcia. Taka funkciu samozrejme v slovniku
nenajdeme a preto ju musime rozlozit’ najprv na parcialne zlomky a az potom k nim najst’
Vv slovniku original.

Rozklad na parcialne zlomky moZzeme vykonavat’ obvyklou, z matematiky znamou,
metodou neurcitych sucinitelov, ktora je dost’ pracna. Alebo mézeme pouzit’ metodu
Heavisidovho rozvoja, ktora sa Casto uvadza v publikaciach o regula¢nej technike.

Priklad 3:
Rozlozte na parcialne zlomky a vykonajte spatna transformaciu podl'a slovnika
nasledujtce zlomky:

2 3s+1

a) F(S) = s(s+1) C) F(S) - (s+2)(s+3)(s+7)

5 10s

b) F($) = Tmere d) F() =75

RieSenie:

a) S(SZH) = S(;l) podra riadku 7, tab.1 f)=21—-e"Y

b) (S+3)5(S+8) =% + (ng) rovnicu vynasobime (s + 3)(s + 8)

5 = A(s + 8) + B(s + 3) na vypocet konstant A a B pouzivame rozne postupy,
napr.: Postupne volime hodnotu s tak, aby sme eliminovali A, resp. B v rovnici.
1l)s=-3 potom G5=A(-3+8)-5=54-4=1
2)s=—-8 potom 5=B(-8+3)->5=-5B->B=-1
f®=1L"1 {é — ﬁ} = e73t — ¢78t podra riadku 6, tab.1

3s5+1 A B c L . , ,

C) Grernee = e T Gr) + G517 fovnicu rieSime vynasobenim menovatel'om
pravej strany, vypocet A, B, C ziskame napr. porovnanim l'avej a pravej strany
rovnice, plati Ze dva mnohocleny rovnakého stupna st identické ak sti zhodné
koeficienty u zhodnych mocnin.
3s+1=s%(A+B+C)+s(10A+9B +5C) + (214 + 14B + 6C) potom
A+B+C=0
10A+9B +5C =3
21A+14B+6C =1
RieSenim troch rovnic o troch nezndmych dostadvame
A=-1, B=2; C=-1
f)y=L"1 {— — 4+ 2 L} =—e 2 + 273" — ¢77* podlariadku 6, tab.1

s+2 s+3 s+7

d) f(t) =10cos5t podra riadku 10, tab.1

1.2.1. Hlavné vety transformacie

Veta 1.: Nasobenie konstantou
Nech k je konstanta, a F(S) je Laplaceov obraz f(t). Potom

L{kf(£)} = kF(s) ©)

Veta 2.: Sicet a rozdiel
Nech F1(s) a F2(s) st Laplaceove obrazy funkcii fi(t) a fo(t). Potom

Lifi(®) £ (D)} = Fi(s) £ Fa(s) (10)




