DISKRETNE LINEARNE RIADENIE

5.4.4. Matematicky popis diskrétnych clenov

Prakticky rovnaké matematické popisy ako pozname pre spojité systémy su aj pre
diskrétne systémy, iba namiesto diferencialnych rovnic pouzivame diferen¢né rovnice
a namiesto Laplaceovej transformacie pouzivame Z-transformaciu. Zoznamime sa s bezne
pouzivanymi popismi diskrétnych ¢lenov (frekvenénym prenosom a charakteristikou, ktorych
pouzivanie nie je pri diskrétnych ¢lenoch tak ¢asté ako pri spojitych sa zaoberat’ nebudeme):

e diferencna rovnica e prechodova funkcia a charakteristika
e Z-prenos o frekvencny prenos
e impulzna funkcia a charakteristika o frekvencna charakteristika

5.4.4.1. Diferencnarovnica aZ - prenos

Majme diskrétny systém s jednou vstupnou veli¢inou u(k)

Diskrétny |y(k) 2 jedpou V}’lstupnog Yeliéinog y(k) podrl'a Obr. 12. Ako vstupna,
systém —» tak aj vystupna veli¢ina su diskrétne éasoyé funkcie. Tento

systém mozeme popisat’ diferencnou rovnicou so zapornymi

posunutiami

uw,

Obr. 12

|y(k) +a,y(k—1) + -+ a,y(k —n) = bou(k) + byu(k — 1) + -+ + bu(k — m)|(5.16)

alebo diferencnou rovnicou s kladnymi posunutiami
ayk+n)+a,_1y(k+n—-1)+ -+ agy(k) = byulk+m)+ -+ byu(k) (5.17)

V regulacnej technike a v technickej praxi vseobecne sa viac pouzivaju diferencné
rovnice so zapornym posunutim. Koeficient ag pri hodnote y(k) (v rovniciach so zapornymi
posunutiami (5.16)) byva standardne normalizovany na hodnotu 1, ¢o umoznuje vyhodne
ur¢it’ riesenie y(k) numerickym sposobom. Ide o podelenie celej rovnice tymto koeficientom,
ak tento nie je jednotkou — pri numerickom rieseni potom nie je treba neustale delit
koeficientom ay.

Tak ako pri linearnych spojitych systémoch vyjadrujeme ich popis pomocou prenosu
v Laplaceovej transformacii, mézeme vlastnosti diskrétnych systémov vyjadrit’ pomocou
Z—prenosu, ktory je definovany ako pomer Z—obrazu vystupu a vstupu pri nulovych
zaciatoénych podmienkach

_ Zy(kT)} _ Y(2)
G(z) = Z{u(kT)} ~ U(z) (5.18)

Z—prenos ziskame z diferenc¢nej rovnice (5.16), o je samozrejme rovnica so zapornymi
posunutiami podl'a vzorca, ktory je analogicky so vzorcom pre prenos spojitého systému
Z jeho diferencialnej rovnice

G(z)

Z—prenos G(z) diskrétneho systému zohrava rovnaku tlohu ako prenos (Laplaceov) spojitého
systému.

__Y(2) _ botbiz 1+ tbpyz ™
T U 1+agz l4+apz

(5.19)

Poznamka 1: Z—prenos mozeme kedykol'vek vynasobenim Citatel'a @ menovatela najvyssou
mocninou z previest’ na Z—prenos s kladnymi exponentmi.

Priklad 5.8:
Diskrétny regulacny ¢len je popisany diferenénou rovnicou
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y(k) —5y(k —1) +1,2y(k — 2) = 3,5u(k) + 2u(k — 1) — 4u(k — 2)
Urcte Z—prenos a preved'te ho na prenos s kladnymi exponentmi.
3,5+2z71-4z72
1-5z"1+41,2272

Pouzitie Z—prenosu pre urcenie odozvy systému: Analogicky, ako pri prenose
spojitych systémov je mozné pomocou Z—prenosu uréit’ Z—obraz vystupu Y(z) pre dany
vstupny signal u(k) a jemu prisluchajaci Z—obraz U(z) (za predpokladu, ze za¢iato¢né
podmienky st nulové)

3,5z%4+2z—4
z2—-5z+1,2

RieSenie: G(z) = G(z) =

Y(z) =G(2)U(2) (5.20)
a spatnou Z—transformaciou urcit’ odozvu y(k)
y(k) = Z7HG()U(2)} (5.21)

Poznamka 2: Pri pouzivani diferen¢nej rovnice systému s kladnymi posunutiami
(5.17) mozeme rovnakym sposobom ako pri rovnici so zapornymi posunutiami odvodit’
vzorec pre Z—prenos z tejto rovnice
Y(z) _ bpz™+-+byz+bg
U(2) o anz™+--+aq1z+ag

G(z) = (5.22)
5.4.4.2. Impulzna funkcia a charakteristika
Diskrétna impulzna funkcia je odozva systému na jednotkovy impulz 4(k) na
vstupe (Obr. 13). Jednotkovy impulz §(K) bol uz definovany a znazorneny (trochu odlisne od
definicie pre spojité systémy) v priklade 5.1

§(k) =5 k30 (5.23)

1| uk=a(k) y(k)=g(k)
V operatorovom slovniku
k | Diskrétny k  Z-transformacie mézeme najst, ze jeho

systém "~ Z-obraz sa rovna jednej alebo Z{5(k)} = 1.
Graf impulznej funkcie je impulzna
Obr. 13 charakteristika. Pre impulznu funkciu je
zaveden¢ oznacenie g(k).
Ked'Ze sa Z—obraz jednotkového impulzu rovna jednej Z{5(k)} = 1 vyplyva z
definicie Z—prenosu

_ Y@ _ Z{g()} _

kde sme za vstupnu funkciu dosadili jednotkovy impulz a za vystupnu funkciu impulzni
funkciu, takze Z—obraz impulznej funkcie sa rovna prave Z—obrazu prenosu. Potom
md&zeme napisat’, ze

Z{g(k)} = G(2)

a teda medzi impulznou funkciou a Z—prenosom je vztah ako medzi originalom
a Z—obrazom. Impulznua funkciu ziskame zo Z—prenosu spatnou Z—transformaciou

g(k) = Z7'{G(2)} (5.25)

Druhy sposob ako ziskat’ impulzna funkciu je jej vypocet z diferencnej rovnice
systému, do ktorej sa za vstupnu funkciu dosadi jednotkovy impulz (k) ako to je ukazané
v nasledujiicom priklade.
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Priklad 5.9:
Systém je popisany diferen¢nou rovnicou
y(k) —5y(k — 1) + 6y(k —2) = 2u(k) — 7u(k — 1)
Urcte impulznu funkciu ré6znymi spésobmi a potom k nej nacrtnite impulzna
charakteristiku.
Riesenie: Stanovime Z—prenos a prevedieme ho na tvar s kladnymi exponentmi
G(z) = 2-7z7" 227z
152 '+6z2 722-57+6

Z G(z) ziskame g(k) spatnou transformaciou podr'a (5.25)
Spatna Z-transformaciu moézeme urobit’ aj delenim polynémov Eitatel’'a a menovatela.

(222 —72): (22 =52+6) =2+3271 +3272-3273 -3327% + ..
—(22% — 10z + 12)

0 +3z-12 90 [90] [s@] [9®)] [94)]
—(3z =15+ 18271 a(k)
1 9(0)=2
0 + 3 —18z g(1) =3 2+ | |
—(3 —15z"1 +18272%) 9(2) =3
1 5 01 2 1k
0— 3z7+— 18z g(3)=-3 24 1
—(=3z"'+ 15272 —-18z"%) 0(4)=-33 4+
0 —33z7%2+18z73 - 61
................ atd’. 1 v
Impulzna funkcia je na Obr. 14. Obr. 14

Kontrolu spravnosti rieSenia mézeme urobit’ tak, ze do diferen¢nej rovnice za u(k)
dosadime d(k) a vypocitame g(k) pre k=0,1, 2, ...:

g(k) —5g(k—1) + 6g(k—2) = 28(k) —76(k — 1)
g(k) =5g(k —1) — 6g(k — 2) + 28(k) — 78(k — 1)
g(0) =59(=1) —6g(=2) +28(0) = 76(=1) =2
g(1) =5g(0) - 6g(=1) +26(1) - 76(0) = 3

g(2) =59(1) = 6g(0) +25(2) - 75(1) =3

g3) =5g9(2) - 6g(1) +25(3) - 76(2) = -3

g(4) =59(3) — 69(2) +25(4) —75(3) = —33

;R
Il
BwWw N R, O

5.4.4.3. Prechodova funkcia a charakteristika
Diskrétna prechodova funkcia je odozva systému na jednotkovy skok #(k) na
vstupe (Obr. 15). Jednotkovy skok #7(k) bol uz definovany a znazorneny v priklade 5.1

— 1 k=20
1 400=100 y()=h( WO=o ko 529
V slovniku Z-transformacie mézeme
k_| Diskrétny j_l_l_‘_L k _ Najst, Ze jeho Z—obraz je Z{n(k)} = ;—1
7| systém " Graf prechodovej funkcie je prechodova
charakteristika. Pre prechodova funkciu je
Obr. 15 zavedené oznacenie h(k).
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Dosadenim #(k) do definicie Z—prenosu dostaneme

G(z) = 1@ = Z0) _ 2ni) (5.27)

Uz zink)} =

z—1
ked” sme za vstupnu funkciu dosadili jednotkovy skok tym vystupna funkcia vysla ako
prechodova funkcia. Zo vztahu

Z{h(k)} = ;—16(2) alebo H(z) = Zf—l G(2) (5.28)

dostaneme vzt'ah pre ziskanie prechodovej funkcie zo Z—prenosu

h(k) = Z1 {Tl G(z)} (5.29)

Druhy sposob ako ziskat’ vypoétom prechodovia funkciu je z diferenénej rovnice
systému, podobne ako tomu bolo pri impulznej funkcii. Tu sa za vstupnua funkciu dosadi
jednotkovy skok #(k) ako to bude ukazané v nasledujucom priklade.

Priklad 5.10:
Systém je popisany diferenénou rovnicou

y(k) +0,5y(k —1) = u(k) + 2u(k — 1)
Urcte prechodova funkciu a naértnite prechodova charakteristiku.

RieSenie: Ur¢ime Z—prenos vratane jeho tvaru s kladnymi exponentmi

1+2z71  z+2
1+0,5z71  z+0,5

G(z) =

Zo Z—prenosu ziskame prechodovu funkciu podla vztahu (5.29) a to rozkladom na parcialne
zlomky a pouzitim slovnika Z-transformacie

h(kT):Z—l{i-ﬂ}=z-1{2—z— z }=2—(—o,5)’< prek >0

z—1 z+0,5 z—1 z+0,5

Druha moznost’ spatnej Z-transformacie je delenie polynému ¢itatel’a polynomom
menovatel'a (H(z))
(22 +22): (22— 0,52 — 0,5) = 1+ 2,527 + 1,75272 4+ 2,125273 + ..
—(z2-0,52—10,5)

0 252405 h©)| [h@)]| [h@] [hE)]  k[gk |hK
—(2,52—1,25—1,25z"1) (1) 1?5 2?5
0 + 1,75+ 1,25z g 503;g 21,17255
—(1,75—0,875z"' — 0,8752z2) 4|-0187 | 1938
0 +2,125z7* +0,875z72 2 —06154?7 iggi
................. atd’. ’ '
Tretia metoda pre ziskanie prechodovej funkcie je riesenie
diferencnej rovnice, do ktorej za vstupnt funkciu dosadime #(k) h(k)
h(k) =n(k) +2n(k—1) — 0,5h(k — 1) 2
k=0  h(0)=n(0)+2n(—1) —0,5r(-1) =1 . ‘ ‘ ‘
k=1: h(1) =n(1) + 2n(0) — 0,5R(0) = 2,5
k=2 Rh(2) =n(2)+2n(1) - 0,5h(1) = 1,75 0123 45
k=3  h(3)=n3)+2n()—-0,5h(2) =2125 Obr. 16




