DISKRETNE LINEARNE RIADENIE

Delenie polynému citatel’a polynomom menovatel'a vykonavame ako pisomné delenie,
bude ukazané na priklade.

Dalsim prikladom bude demonstrované hradanie originalu pouzitim slovnika
Z-transformacie a porovnanie s metodou delenia polynomov.

Priklad 5.4:

Stanovte originl f(KT) k funkeii F(z) = ——
RieSenie:
(z=3):(z>—2z+2)=2z"1-22"2-4234827°+ ..
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.................................. 37T
Grafické znazornenie funkcie f(kT) je na Obr. 7 4T Obr. 7
Priklad 5.5:
Stanovte original f(KT) k funkcii F(z) = — —= + —= — 22

zZ+2 z+3 z+4
Podr’a slovnika Z—transformacie v tab. 5.1 je

7-1 {Zia} — gk

a teda original k F(z) je
fT) = =(=2)* + 5(=3) — 4(-D"

ktory plati vSeobecne pre k > 0. Poznamka v slovniku (a > 0) plati pre spojité funkcie, kde
jelga.

K 0] 1] 2] 3] 4
fkT) | 0 | 3 | 23129

Vykonajme este kontrolu delenim ¢itatel'a menovatel'om. Menovatel je
(z—2)(z—3)(z—4) =23 +92% + 26z + 24

(3z% + 42): (23 + 92% 4+ 262 + 24) = 3271 — 23272 + 129273 + ...

322 +272+78+ 72271

im] [fen] [en]  ©=0

0 —23z—-78-72z"1 f(T) =3
—237 — 207 — 598z~ — 55272 f(2T) = 23
0 +129+52627 1 + 552272 f(3T) = 129
f(4T) = ...
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5.4.3. Diferencné rovnice

Tak ako zakladnym tvarom £(K)
matematického popisu spojitych systémov “v £ k)"'/ g ‘ Af (k)
su diferencialne rovnice, tak zakladom v oo 1t
matematického popisu diskrétnych '
systémovV su diferen¢né rovnice.

V minulych kapitolach bol
zavedeny pojem diskrétna funkcia f(kT), (RN LN LORS LOM L
¢o je postupnost’ diskrétnych hodnét f(0),
f(T), f(2T), ... v ekvidistantnych ¢asovych

okamzikoch t = kT, kde k=0, 1, 2, 0 1 2 3 4 k
... atd’. V diferenénych rovniciach k—1 k k+1
budeme bez vplyvu na vseobecnost’ Obr. 8

predpokladat’ T = 1 [s] a diskrétny Cas
bude k namiesto kT. Postupnost’ diskrétnych funkénych hodnot teda bude f(0), f(1), f(2),
... atd., pozri Obr. 8.

Zakladom diferen¢nych rovnic je pojem diferencia funkcie (tu uz mame stale na
mysli diskrétnu funkciu). Prva diferencia je dana rozdielom dvoch susednych diskrétnych
hodnét. Pritom moézeme pouzit’ dva spésoby definovania diferencii, a to ako doprednii
diferenciu alebo ako spdtni diferenciu, Obr. 8:

dopredna diferencia spétna diferencia

Af(k) = f(k +1) - f(k) Vik) =f(k) — f(k—1) (5.9)

V obidvoch pripadoch je prva diferencia analégiou prvej derivacie pri spojitych funkciach
(uréuje rychlost’ zmeny funkcie a geometricky je to smernica doty¢nice). Druha diferencia
(dopredna aj spitna) je urcena vztahom

A*f (k) = Af (k + 1) — Af (k) VZf(k) = Vf(k) —Vf(k—1) (5.10)
a mozeme ju vycislit’ z funkénych hodnot
B2f(R) = flk +2) = fle+ D = flk+ D+ () = [l +2) = 2f (k + D+ U (g1
VI =fU) = flk—=1) = (flk—=1) — f(k = 2)) = f(k) = 2f(k = 1) + f(k — 2)

Postupne mézeme zaviest’ vyssie diferencie a vzdy je mozné ich vy¢islit’ funkénymi
hodnotami (pritom plati, ze rad diferencie je rovny najvyssiemu
posunutiu funkénych hodnot).

Diskrétny | y(K)

u(k)
— )
system

Linearnu diferen¢nu rovnicu diskrétneho systému podl'a Obr. 9
n-tého radu s konstantnymi koeficientmi a s pravou stranou mézeme
napisat’ v tzv. diferenénom tvare s doprednymi diferenciami Obr. 9

ap A"y (k) + -+ a Ay (k) + agy (k) = BnA™u(k) + -+ + B1Au(k) + Bou(k)  (5.12)
a spatnymi diferenciami
a,V*'y(k) + -+ a;Vy(k) + agy (k) = B ,V"™u(k) + -+ + B, Vu(k) + Bou(k) (5.13)

kde  u(k) je znama vstupna diskrétna funkcia systému
y(k) je hl'adana vystupna diskrétna funkcia systému.
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Ak v tychto diferen¢nych rovniciach nahradime diferencie ich funkénymi hodnotami
podla vztahov (5.11) ... atd’., dostaneme rekurentny® tvar diferencnej rovnice

z doprednych diferencii

|any(k +n)+-+ayk+1)+ayyk) =bjuk+m)+ -+ bu(k+1)+ bou(k)l (5.14)

zo spatnych diferencii

lagy (k) + a;y(k — 1) + - + a,y(k —n) = byu(k) + byu(k — 1) + -+ bu(k — m)| (5.15)

Diferencna rovnica z doprednych diferencii (5.14) je uvadzana ako diferenéna rovnica

s kladnymi posunutiami. Zaciato¢né podmienky su tu dané funkénymi hodnotami

v(0),y(1), ... y(n — 1). Tento tvar je beZzny v matematickej literatare, ale v technickych
disciplinach sa pouziva a je vyhodnejsi druhy tvar (5.15) zo spitnych diferencii, ktory sa nazyva
tvar diferencnej rovnice so zapornymi posunutiami. Zaciato¢né podmienky su tu dané
postupnost'ou hodnét y(—1),y(—2), ... y(—n) a tieto st vac¢Sinou nulové.

Teraz si ukazeme, ako sa diferen¢né rovnice riesia. Bezné a v praxi pouzivané je
numerické, niekedy nazyvané rekurentné, riesenie diferenénych rovnic.
Priklad 5.6:
Rieste numericky diferen¢nt rovnicu (kladné posunutia)
y(k+3)+4y(k+2)—05y(k+1)+3y(k) =6ulk+1) —2u(k)

Pretoze ide o diferen¢nu rovnicu tretieho radu, su zadané

—nk
tri zaciato¢né podmienky u(k)[=2 8

y(0) =1;
y(1) =3;

(Obr.10) .

Riesenie: Rovnicu upravime tak, aby na l'avej strane bola hodnota
vystupnej funkcie y s najvacsim posunutim. Riesenie alebo 0
postupnost” hodnot y(k) potom vypoéitame postupnym

dosadzovanim k=0, 1, 2, ... atd’. pre 'ubovol'ny pocet hodnét. Obr. 10

y(k+3)=—-4y(k+2)+0,5y(k + 1) —3y(k) + 6u(k + 1) — 2u(k)
Zaciatocné podmienky: y(0) = 1; y(1) = 3; y(2) =4

y(2) =4 4T 4
a funkcia na pravej strane rovnice (vstupna funkcia) u(k) = 2k 1 l ) ‘
1 2

3 k

k=0:

y(3) = —4y(2) + 0,5y(1) — 3y(0) + 6u(1) — 2u(0) =
=—4-44+05-3—-3:1+6:-2—-2-1=
=-75

k=1:

y(4) = —4y(3) + 0,5y(2) — 3y(1) + 6u(2) — 2u(1) =
=—4-(-75)+05-4—3:3+6:4—-2-2=
=43

k=2:

vracajuci sa, zvratny, navratny; veduci dozadu




DISKRETNE LINEARNE RIADENIE

y(5) = —4y(4) + 0,5y(3) — 3y(2) + 6u(3) — 2u(2) =
= —4-43+05-(-75)—3-4+6-8—2-4=

= —147,75
....... atd’.
Graf rieSenia je na Obr. 11.
Poznamka: Riesenie nedostavame v uzavretom tvare. Postup 43
je veI'mi 'ahko algoritmizovatel'ny a preveditelny do
programu.
Priklad 5.7: y(k)
Rieste numericky diferen¢nt rovnicu (zaporné
posunutia)
y(k) = 2y(k — 1) + y(k — 2) = 0,5u(k) —u(k — 1) 131
pre vstupnt funkciu u(k) = sink pre k = 0 a pre nulové 01 2 P 4 b k
zaciato¢né podmienky y(—1) = y(—2) = 0. -1,5
Riesenie: Vyjadrime na l'avej strane rovnice ¢len
S ,,najmensim* posunutim
y(k) =2y(k—1) —y(k —2) + 0,5u(k) —u(k — 1) -147,75
a postupne dosadzujeme k = 0,1, 2, ... a dostavame rieSenie Obr. 11

diferen¢nej rovnice

k=0: y(0)=2y(-1) —y(-2) +0,5u(0) —u(-1)=2-0-0+05:-0=0
k=1:y(1)=2y(0)—-y(-1)+0,5u(1) —u(0) =2-0-0+0,5-0,84—-0= 0,42
k=2 y(2)=2y(1)—y(0)+0,5u(2) —u(1) =2-042-0+0,5-091 — 0,84 = 0,455
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